


Chapter 3 : Discrate-time MarkovChaain
.

1 . befinition

" A hisorete space stochaastieprocessis are if :

P ( Xmtl : 5 IXm= t , tu -. , Xo) - PIxnel - j I Xm= i ] .

" When PSXmel = f I Xuet ] doas notdepenalonon .
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5 . Classification of states .

Accessitrility : Bijms 20 for n 2 o
.

Coomn oronicantioun : i ← j iff i → j & j -→ i

常趣念
aund Transient

增斗时念
states .D Recurrent

Tme fivst hittingtimeof →即硬视力始社 i , 看的则是死力饮通回 ,

Jie inf ): auei ? .

{ σ i = n } = { xm = i ,
Xn-1 ≠ i …… 小 i }

stortiong from state i , the prob . thent return to i :
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since t j . so all state is a covmmounicate class .

7onlystudyononepoiout . say D
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② Positive or NulRecurreent .
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不丽约

③ IrreducibleMarkovChanin.

3statespace , 包贪 1个闷通类 ② 所解公态互通。

Fimite - state Irneducibble Markor Chaim

7all stutes are Positive Recout reant .
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of time speurt in state s is :Utisrs

6 . Long - rud Proportion .

) startiomaary Bistriboution.
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由于比ses。 的ss∞

Iit
astationarydistribution exists , Cach IES , πi = Hiz 0 . s 均正常的
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② limiting probability
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Long totn behavior .

I sationmy .
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Time Reversibiliry ,
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1 . Markoviaan& tmulti - stepTramsizicom

C- K Equatiom : plns = Bm

Hithing probability : Becorder Trick m

2 .
State .
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系 Stationary& Limiting Distribuntion

① Stationary Distribntion n =π P Ʃπ i = 1

4 frreducible t Bositive reatrrrent s StationanyBistritruutionexists.

② LimitingBrob.nssPis →J ?

irreducible t aperiodic .

双随机矩阵

4. Tirme Reversible MC .

if ThiPij : TLIPZi , ni = t . ⇒ u statiomamny distrimution.

5 . Tramsient Aualysis .

PP → S = { I - PT ]
1

. δ ij =↑ 出发 、 就被吸收前在与停留的部免期步要生

① 授照犟留点时间。 ( hh δ 出发至在皮吸收 、 ƩjεTSij . ]

③ 命中其他暗盈 : fij = 8

ij ③ Ʃ Sij . Costj . = Cost ,



Chapter 4 : CTMC

1 - Befimition

) Hosding Time .

The wolodiong tinme ofeaacts state is expomentiallydistritbutreah .

② 一个完整的 CTMC 由以下趨亮定义 :

f holding rate viso
Jump Mortrix J , Jij : pl hextstateisj I an joumpoccaut from iz .

L
> Properties : Jii = 0 , Ʃsij= 1 .

Counection to BTMc :

① Sm : 第 n 次忧念是钝天的时间, 俗了离散=⇒EubealaledChain.
出 : = S 口 : 跳天后的瞬间状态,

心 oJ' 为 Joump Mantrin 的 BTMC .

DTMC→ CTMC :包的. 从了巾抽出个 hsn 。 再从 Eponential ( Vi ) 由出辩留时间δmtr- t .

②



CTMC .

, 遥义 ,
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Holdingtime . 在状态停留的时间。 ECHi 3 = FF

ExpoMentically Bistribunteal . ( 年红某斯状态停贸率众与它前无吴→ Memonyless ! 2 .
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. HoldingRate i30
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Em be dotead Chain : 只看时间 , 遥tuuptimeSu , 通次跳后的状态是出 : 个 sm

1
Yu以是 Embealdeal Chain .

Tnswiths Traingition Matrix= J .

comspeting Triggens : statei 出发 , 对后印弱所能志的片 i ,
游透定时n,hij~Expomeential ( WiJifi } .

最先响的钟决,定了个停留时间入强立 郎每一案 i →j 都阴角出发器器 V的 = WiJij .

←

跳兔可哪个犬态 走先角融战的边 ,

Tramsition Rate Dingramn : Node 代 o ☆state . isi边上标 ytramsition rate vij = WiJij

3 toteal vante ouut of state i = Ʃ jtr vij : ir

很多设状态的几叠边Nate分制为 & i门 :

. holakingrutevi - ty fig 一组及U : …… 如多 , 是相互独应的

. frumpBrobabilityJij
=r 指政分动( 如计谢器了 。

· 停留时间H :win(* , . … , am 3

, 下一状总及 :哪个入虎到最小值

给谣易前优态Xt= 5 .
个 = Wts

wait sepvice ⇒Hi与不一跳去哪飞个独应,

b
evg . 1 个 olerk . 6 次服务 1个人 , 每个的服务时间独豆

,满足跑所所了下仁等部服务

逐个 }等的人耐的时间为 Eap ( θ 了 、 寸的耗尽 → 离开, = Ʃ π 1 室hi + πi 了

假设已百人已在被服离 , 队经功第的个人 :

二的+ 凱二磊
La了 Pu = PrC第心顽顾客最终被服务了

Lb ] Wn = EL她的第得时间 (她最路被服务了。

黑踢 : 先分析每一步可能发生什么 ?
红

位在服务的人突成前及,人人放弃 13θ⇒ 总速率H +RQ.徵弃厢 。⇒=—蕊
她放离 θ



尚她前面有及个人 , 下一次事件球生 ~ Exp ( H+RθIE (TR ] = tkD
为 G -30 . Wn = 蛋屁O

LG了假漫尚前她前方弱 k不,

① 前面减少 1 个人

{
当前被服务的不完成了 : rate= 比 .

队经前方弱不离开: rate= K 1Bθ .

⇒ 前方少 1 从 raut= H +< k -1 ) θ .

③她离开vte = θ .

⇒ 总 nate = HtkO .
(前Probl 少 1 从 )=k

θn + k- θ

Probl她离开了二kQO

PK= Nk010 .PK- y t ko- 0 - ko Pa.

⇒ Por=etmθelmtan +θ ……比 00 Po
.

withBo = 1

-mo

ib 了. B的 laz . 下一个事件发生的 rate 是法 + Rθ .

CTMG 是多个独意时跳竞弟 。 ⇒ 下一个事件发生的时间~ EapC 红 +级 θ] 。

ECF件事发生需得过的时间了 =µRO
总时间 : 名阶段经动的时间和 。

⇒ Wn =看RD

2 . Poissom Proces (特殊的 CTMCI 常数率的惠bir的过罩,

类以 、 一个计数器 、发生 1个事件 →计尔 + 1 . 每次发生之前等得时间 , iidExBLM ] .

s wiex forall i , diitl- 1 for all i .

假渴把时间至由切到成许多小是、 每段民度为 h 。

PENttm- Nt= 1}
在每一位盗内 、 爱生个事件的Rro 的

。 λhto幽品品與 = 0 . O (的是个小量瀑亮。

B (Rteh- 心E 二这是

发生至少三个篮评 Prob . O (a ) .

六十么部湿发生 1 - ^ 的 + o ( h ) .

且每姿不周品独立,



作性质 , ( Ot : 小的时间 。 到时间上发生的事绊蕉毒谈了。

意义LE= Nt+s - Ns, Ot依然是Vate入的 PoissonBrocers .

ENE: t 20 } 是个 wateNo 的 BoissonBroce吗 , 那的在经意的长为长的区间,

家坐的事件个数Nt~ Poisson( at}, P ( Nt = R ) = &
-λt 《 餐:! Elsm 了 =另

. Tn 是第的 1 鸿到第的你的时间间隔。 P

,Tm '
-

nid
Expl .27 )第 n次到还时间SH= Tit - - +Tm

a GGammalm ,n}

· 宮定 Nt = n . S……8u的分即 = 几个 vidlmiform ( O , t了样年的限序统计量

7NSSNt2 你 romomial Comm . stt 3

e.g . GNot : EZo }is aBoissonBrocerssvwithraute in . olenote threarrivaltime of thal bouthevaut

(a) E [ 系mer } Wi = 2] . m ≥ 1

CBJ EE Nret - NrsI Us = wny ,where tisE lo ib.

Sol : laz giuce r , ad . 3cuttimet , nrestillneedon events .

E [ smtz} =( + mE[ T了 = 14 笑

U) ELNet -WsIWi= nNHE- NSW POIBsOnL BE 3
.

EENt
-N tN )

+
m)Ntl.siisnwuniforn son )

3 Ni - roi - s w Bionounial (mis)

Supervision . 叠加

著 WiLE 了 .Wilt3 oBoissomBrocesswithreateihii

☆ Nt) = 是 Nicts是 rateƩλ i 的 BoisonBvocezz .

Thimminf Ibe consprosition.MYI
☆ .

若 Nt了是 rate入的 BoissonProces , 每个制造触乱略免率的夜被标记为 typei .

的奋类型过冕Nilt了独, 目 NEin 是 rateRP的 Boiszooy Brocers

h.Won -homogeneusPoissomProcess CWhBB )

到达率由 Poison 的常量入变为 λ ct 了 . 强寝函等intensityformctiom

在小区间里 P ( Ntth _t = ) =λ ctz + o ( m ]

对任意区i 间 LS ,Stt ) :NIS +tI -Ns)-Poisson (

Ittxiu 场值:
函数下 M”

面积 → 齐次为入 tB ( N (S +t ) - N (S ] = R } =β
-

K:

非齐次为 S 入 Cu) odwr



① 时间微员时的 Twinning .

如果原始到达率是你 , 在 times 到达的第件衣皮伤到 tupe「 的差率为 Pics 2

月则出需的过程是rtHpB ,tntensityfanctionx Bilts.

③ couditional Arrivel Rime.

NIEZ ≤m.那么 m 个 amiooltimeS ,… ,S 的等价于来自paf :Ea 3←入 csids
的 jid (强序 ro ,

4. compomund BoissomProaes 篮含泊松连乐堡。

X 1t 3 = 毫
3 %

, 其他Nlt了是 rante入的 PoigsonProca 吗 , {Yi } iid目独定于比 。

☆ ESXSES ) = RE . E织 }

Var EXIHI ) = NE . EER }

此8 . 毅庭楼 rate λ= 2 { week 到达。 sizeYE { 1 . 2 . 3 . 4 子,概率为古或亏式 , 求五周的移民总人数码比 .
52

.

Nmmbbern of fomiby oN n Boissom I MT ) a Boisson llos

x= 區公 E (个了二元 , E ( 个子了 : 绍
,

thenELX ) =ATE ( Y ] = 10 . = 25

Var /x ] =dTEE 了
:
0 始 : 15

rg . 迎绍取紫透客被 Xi E ( x ) = z 0 Uar 1 a) = 3500 . E/ x^ ] = Uor( 以 + E( x 13 : 马400 -

每无意人次 Yi Yo Boisson s I t ) = Poisson ( 180 ] .

总取款额 N =Ʃ xi
i=1

⇒ECN) =λ tE [ ☆ } = 5400 .VarEB =tE (x23 = 612000∴
PCara 60003 = 区 (

6000-

區
00 。

3 .

5 . Gemeral CTme.

一般的ETMC 与 Poison 不同 。

1
可能 的个状态是跳到多个不网城总

rante 致盈于当箭状态

跳踞方向多样 ,



卜 、 时间相谣部为

① Mutz : f ( xt了如何随时间演七 ,

1 ② 出斯户为是什么

③ 如河谣张亮强性能

法: 无常小分析, Tnfinitesimal allhalysis .

g。 生界过程
: rhar s mle , iin = ms + θ .

↑ π
T

immigration .

death rate birth rate

谈 λ ( 07 = i . MIE 3 = E / x( ε 3 / Xl03 = i ) 。 永例(t 1

解 : 在银短时间 6 内 , 设当前有的个个体

出生了移此 rate = mde θ .

死之 rate= nke

2 的变 trate= m λ+θ - mfr .

☆ M '( t 3 = R -H > M( t ) +θ 、 解OBE

Rolmogorov ' s ForwearalEquation . 从名优忍到终愈了 ,

漫 j( t) = P / x ( t} : j / xso ] = i ) 、 在命适件F,1 finite stote CTMC , 透质过程了 。

百 : Bct3 = B ( t)① 。 ( 分量形式: 日 i5( ε)= 管 Pik( t)Qkj. )

其由 ③ it = - 2 i Qij = ViJij C ☆ : Generctor rratris , 溜述转移 ratr )

↓
Rolmogoror's Bacawannd Equation ( h起点 i 然名状念 1→ 等 Qij

= 01 定和为 0 子 .

p 1 / t 3 = QP ( t ) .

j (E ) : 音QRkj (t]

with Qri - - wr Qij = Wi Jij

E 08 , 武器告作 E 入了时间底增掉, 修聚已好( 起 )时间后再下,忧照。 二工作, 准态 1 二坏 。
飞

07= 心 , 球 B 成t7 - 0 )

(公品 了
求 B ( x (t ) = 0): ) 即oo (t ) . 用 backwand eq Blij <t ) = ikPkj (t) , 美辩与 20 月固定。

i = 0 , j =0

Bob |ε ) = Q00 Po0 LE 3 + Q 0,P 10 ( t
3 =- λPoolt 了 + 0、 / t }

用 forwardeq: Bij" / t ) = 资 Pikit 了 Qkj { 「 = 1 , 1 f =

0固定了 : 0
B 。 ( t ] = Q 10Poo | t ) + Q / 份o / t 了 = 比 Poo / t) + C-u ] Pont 2

i= 0 j= 0 P0i (t ] = Boo / ( t ) ⑨00 +Poict ] Q, 0 = - ^Boo (t ) + 比Po (( t 整理得比 Bod | t 3 + 入 P% ( t ) = 0 ⇒ 比 Poolt3 +^ Pso ( t ] = G
.

顰
的inae ☆0 o [t } + Bo . rt ] =| =⇒ Boo <t] ≤ - λ Pooutr+ fes1 -Poo / t ) , 解心眼 ,

sincet =oBooct ) = 1 Po[ll = 03HBoost ) +λ Po( t)。 座 , OBE



己 、 民期 oE3 例Long -rre Broportion

Recaull : Accessible i → j

Comunticnicate i →( 子

Iureducitsle :omlyImunumicationalass . CETtE不丽的巍入样不丽孩子

CTME 是 Trensient RecurrentEmbealhedChain是- s- .

正武零常迎不等价

对于不丽的 (TE, 忧态, 码的期时间比增列 ,

Thi ≤ itn E'
E [ SotL { xusr = is als ) 不所☆ cTamCPositiveRecurrentseverry πi 3 0 .

π r=
—[圆期花的时间间E[

rii)=

”

鄂

n finite - state im的 CTme 3Bositivre Recurment .

如何计算灭人屁某一状态的时间的比了 。

① Limiting Brobetbirlity

π 与 = o的 Bijlt 3 .

③Statiomaavny Bistritbution

队是平稳分即 「F 等 π= 1 π Q = 0 . 得在画稳动3 DositiveRecurrent .

③ Embedded Ehaim
.

匠稳分钟 , 极隐概率二长期比例

如果嵌入笔链正常遍 ,为嵌风链的 statiomanylistribution. (π @ J = 113

πE
=

vy 排队模型,

① 们的1 : 到达 Poisson ( rated 了 -

服务 ExBomential s tate be ) .

④ Ttme Reversibility 1 个服离台
,

In : T 区 。其: To6 晨 ) ”
:
( 1- 9 ) en

著嵌的遥时间的遥且还常通、 则

π id Jig = πjJji 万罚 viJij : 聋Jji
)乱期看的 +10 Geol毙了

③ oul on s is .

≥π iQij= π jQji& Ʃiπ i = 1 箝揖“oe品
Birth - Beath Broctoreser

Am- yFImy :hMnhu. ⇒TAune To

L‰
⇒长期策看 ,

京流由顾器数 ~βoisson (l ]



⑤ Trmncateh CTMC .

苦可逆 CTMC 的 Stationary 是开了 , 截断到高集仔强紧掉丢可毁 ) ⇒ 截断速依然丽的一目

=浮

Σ itAπi

马
, Berformaance Amalysis

.EngodisTheoreans I shuo for CIMEZ

如集一个 CTMG 队厕的 。 正常透 , 十饲界 : Brob 6 篮予o
'
fsxts } dt = 震 Tifuis } = 1 .

. BASTA Poissomfrivalssere Time Averrages

中于任意states: longrumfrenctionof cardivalstthatsees a longraminfraraionoftimesysteren is in s

72马 “ 几 s。

. LittleLas

对于一个稳觉察谱 : 20 . 比

山 : 长期平均需谣客户示, 服盈十排队)

行 : 长期平均到达率 ,弹弦时间进入的客部数了

儿 : 长期画均每个闻在系统中花的时间《 等辩服岛了、

4. QmeneingWetwor

BurkeTheorem : 对于稳原 F的 MIMIs 队. larrivetimerateis , sarvice timevntehe . s
'p

serwen 1

如果入 s 多µ 万离开过程 rate 入 Poissom .

的行 : 顾露心 》 到还第了个服离台的个服务品了 , 服离时间rateoe ☆Eaponetitio) ,
鲁成服离措

, 进入第 2个服务召 ( 名服离员了 。 rate

9 . =品口 :

B( x1 = m | = ( - Q. > 9 ,

m

3Tumim a hr heils -fal fim fon

P ( xz = n ) =<c -fz 39
^


